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Resumen. En un informe anterior se presentd una evaluacion preliminar de un
nuevo método instruccional para mejorar la comprension de la recursividad,
basado en ensefiar la eliminacién de la recursividad lineal. Presentamos aqui
una evaluacion “definitiva”. Se describe el disefio de la evaluacion, incluyendo
la poblacion y la asignatura, el protocolo seguido y las tareas realizadas. Los
resultados presentados incluyen los modelos mentales identificados para
algoritmos lineales y multiples, su evolucion tras aplicar el método
instruccional citado, un andlisis de la utilidad de otros datos secundarios y un
analisis de la comprension de la recursividad (y su evolucion) por cada alumno.
En resumen, los resultados de aprendizaje del método instruccional son
positivos para la comprension de la ejecucién de algoritmos recursivos, pero no
parece haber variado su capacidad para disefiar algoritmos recursivos.

Palabras clave: Aprendizaje de la programacion, recursividad, método
instruccional, malentendidos, modelos mentales.

1 Introduccion

La recursividad es uno de los conceptos de programacion mas dificiles de aprender,
habiéndose realizado numerosas propuestas para facilitar su aprendizaje [1]. En
diversos estudios se ha conjeturado que es distinta la dificultad de comprender la
ejecucién de algoritmos recursivos y de disefiarlos. En este informe se presenta una su
evaluacion realizada en la Escuela Superior Politécnica del Chimborazo (ESPOCH)
del uso de la eliminacién de la recursividad lineal [2] como método instruccional para
mejorar la comprension de la ejecucion de los algoritmos recursivos.

La estructura del informe es la siguiente. El apartado 2 describe la evaluacion,
incluyendo poblacion, asignatura, protocolo aplicado y tareas realizadas. El apartado
3 presenta el método de analisis y los modelos mentales identificados en los alumnos.
En el apartado 4 se presentan los resultados obtenidos, tanto en el estudio principal
como en una actividad secundaria. En el quinto apartado se comentan los resultados y
en el sexto se incluyen nuestras conclusiones. Finalmente, los Apéndices A y B
contienen los enunciados de las dos pruebas utilizadas en la evaluacion.



2 Descripcion de la Evaluacion

Se presenta la evaluacion estructurada en tres subapartados: poblacion y asignatura,
protocolo aplicado y tareas realizadas por los participantes.

2.1 Pablacion y Asignatura

La evaluacion se realizo en la asignatura “Programacion Avanzada”, optativa de 2
créditos de 6° nivel de Ingenieria de Sistemas, con 25 alumnos matriculados.

La asignatura iba a tratar el disefio y andlisis de algoritmos. Sin embargo,
consultado el coordinador de la titulacion (y después algunos profesores) sobre los
conocimientos de los alumnos, resulto evidente que la instruccion de los alumnos en
recursividad habia sido muy baja. Se redisefio el contenido de la asignatura para
aumentar sus conocimientos de recursividad y asi poder tratar posteriormente la
complejidad de algoritmos y la técnica de divide y venceras.

Debido a las restricciones de presencia del profesor en la ESPOCH y a diversas
incidencias con el calendario, la asignatura se impartié durante cinco semanas con tres
sesiones semanales de dos horas cada una. La Tabla 1 presenta las sesiones de clase
impartidas. El tratamiento dado a los alumnos dur6 3 semanas aproximadamente,
resultando relevantes para este estudio sélo las sesiones 1-6 y 9. Se ha marcado en
negrita las actividades relevantes de evaluacion de los alumnos.

Tabla 1. Sesiones impartidas en la asignatura
Sesion Contenidos
Presentacién de la asignatura
Presentacién informal de la recursividad
Repaso de disefio y ejecucion de algoritmos recursivos
Pretest
Motivacion de la eliminacién de la recursividad lineal
Eliminacion de la recursividad lineal
Eliminacion de la recursividad lineal
Practica sobre eliminacion de la recursividad
Conceptos de eficiencia y analisis complejidad de algoritmos iterativos
Andlisis de complejidad de algoritmos iterativos y notaciones asintéticas
Posttest
Andlisis de complejidad de algoritmos recursivos
Anadlisis de complejidad de algoritmos recursivos
Test sobre complejidad
Técnica de divide y venceras
Técnica de divide y venceras
Préactica sobre divide y venceras
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En el subapartado siguiente se revisa en detalle el contenido de las sesiones
relevantes.



2.2 Preguntas y Disefio de la Investigacion

La investigacion tiene como objetivo principal evaluar la eficacia educativa del nuevo
método instruccional. Sin embargo, el disefio que se describe a continuacién nos
permite plantear el siguiente conjunto de preguntas:

e ;Se obtienen los mismos modelos mentales que en estudios anteriores?

o ;Existen diferencias en los modelos mentales desarrollados para comprender la
recursividad lineal y la multiple?

e Los alumnos comprenden mejor el rastro de la recursividad como resultado
de utilizar el nuevo método instruccional?

e ;Los alumnos disefian algoritmos recursivos mejor como resultado de utilizar
el nuevo método instruccional?

El disefio adoptado ha sido de medidas repetidas, ya que no habia otra posibilidad.
La medida se tom6 mediante un cuestionario formado por cuatro problemas, que se
usO como pretest y como posttest. Para evitar un efecto de repeticion, tras el pretest,
los alumnos fueron atendidos en tutoria sobre cualquier duda que tuvieran salvo su
rendimiento en el cuestionario: se argumentd que se les atenderia en sus dudas sobre
el cuestionario tras conocer sus resultados en la practica sobre eliminacion de la
recursividad. Ademas, entre la primera realizacién del cuestionario y la segunda se
dejé transcurrir el maximo tiempo admisible para que no se distorsionara el ritmo de
la asignatura, que fueron dos semanas.

2.3 Tratamiento

La asignatura comenzé con dos sesiones de repaso de la recursividad. En la primera
sesién, se presentd la asignatura y se realizé una introduccion informal a la
recursividad con ejemplos visuales, de texto [3] y de dramatizacion [4]. Se tuvieron
en cuenta los problemas de algunas metéforas a la hora de seleccionarlas [5].

En la segunda sesion se recordaron los elementos de los algoritmos recursivos,
ilustrado con ejemplos numéricos y sobre vectores, asi como las distintas clases de
recursividad. Se propuso a los alumnos que disefiaran algunas variantes de los
ejemplos presentados. Por dltimo, se mostraron algunas formas de analizar y
representar los procesos recursivos: pila de control, rastros (o “trazas”), reescritura y
arbol de recursion, con ayuda de los sistemas BlueJ, WinHIPE y SRec. Los sistemas
BlueJ y SRec estuvieron disponibles en el campus virtual durante todo el periodo de
imparticion de la asignatura.

En la tercera sesion se entregd en papel un cuestionario de conocimientos a los
alumnos. Este cuestionario seria parte de su evaluacion en la asignatura. Aunque no
tuvieron limite de tiempo, los alumnos lo contestaron en hora y media. La media hora
restante se dedic6 a motivar la eliminacion de la recursividad.

En los dias siguientes se inform6 a los alumnos de la calificacion obtenida en el
cuestionario, pero se retrasé explicarles los errores cometidos.

Las sesiones cuarta y quinta se dedicaron al método instruccional, en el que se
presentd un método "general” de eliminacion de la recursividad lineal y cuatro casos
particulares, mas sencillos [2].



La sesion sexta fue una sesion de laboratorio en la que los alumnos debia iniciar la
realizacion de una practica sobre eliminacién de la recursividad lineal. Los alumnos
disponian del resto de la semana (al ser martes, el resto del dia y cinco dias mas) para
realizar la practica y entregar un informe. Mientras tanto se impartieron dos sesiones
del tema siguiente.

Al realizar la sesi6n novena, ya habia acabado el plazo de entrega de la practica. Se
volvié a entregar a los alumnos el mismo cuestionario.

En los dias siguientes y una vez corregido, se les inform6 de sus nuevas
calificaciones y a los alumnos interesados ya se les pudo explicar en tutorias los
errores que habian cometido.

2.4 Tareas

El cuestionario utilizado como pre- y post-test constaba de cuatro preguntas:

1. Traducir una definicién recursiva a Java (Q9 de [6]).

2. Detallar la ejecucidn de una funcion recursiva lineal.

3. Detallar la ejecucidn de una funcion recursiva multiple (tarea 2 de [7]).

4. Disefiar un algoritmo iterativo y otro recursivo para un mismo problema (tarea
1 de [7]).

Denotaremos las cuatro preguntas como P1, P2, P3 y P4. La pregunta P1 se uso
para comprobar los conocimientos de los alumnos de Java imperativo. A su vez, P2 y
P3 eran los elementos principales para nuestra evaluacién, en las que se pedia dar un
rastro detallado (trace, “traza” en espafiol de Espafia, “prueba de escritorio” en
espafiol de Ecuador) de la ejecucion del algoritmo correspondiente. Por Gltimo, P4 se
utiliz6 de forma complementaria, para ver si el método instruccional también afectaba
a la capacidad de los alumnos para disefiar algoritmos recursivos. No se pedia que
presentaran ningln rastro. El cuestionario se encuentra en el Apéndice A; puede verse
que la operacién de combinacion en las definiciones recursivas P2 y P3 es una suma.

La préctica consistia en convertir dos algoritmos recursivos lineales (uno numérico
y otro sobre vectores) en iterativos utilizando las técnicas vistas en clase. Los
denotaremos Q1 y Q2, respectivamente. Para cada problema se les pedia ejecutar
detalladamente el algoritmo sobre dos ejemplos, mostrando un rastro detallado de su
gjecucién. También se pedia identificar y justificar la regla a usar para eliminar la
recursividad y presentar el algoritmo iterativo resultante.

Los rastros de Q1 se utilizaron como forma secundaria de obtener informacion
sobre la comprensién de la recursividad por los alumnos, intentando conseguir
triangulacion de resultados. Descartamos un andlisis mas profundo de Q2 por ser un
algoritmo recursivo final, donde incluso el modelo mental de avance proporciona un
resultado correcto (e incluso un rastro correcto segun algunos generadores de codigo).
Tampoco parece viable relacionar los resultados de la practica con los del algoritmo
recursivo multiple P3. Por tanto, solamente se relaciond las respuesta de los alumnos
para los algoritmos recursivos lineales y no finales P2 y Q1.

Los alumnos debian entregar sus practicas siguiendo una plantilla establecida. El
enunciado de la practica y la plantilla de informe se encuentran en el Apéndice B.



3 Modelos Mentales Identificados

En el apartado primero se resume el método de andlisis utilizado y los modelos
mentales identificados en este estudio como relevantes.

3.1 Meétodo de Andlisis

Primero, se corrigieron los cuestionarios del pretest para entregar las calificaciones a
los alumnos. Esto sirvié de analisis preliminar ya que permitid tener una idea
aproximada de las respuestas mas frecuentes o mas llamativas de los alumnos.

Una vez corregidos los tests, se analizaron en detalle las respuestas a las preguntas
P2 y P3. Se propusieron como categorias iniciales para nuestro analisis varias
categorias extraidas de otros estudios anteriores: modelo sélido [8], modelo fragil [8],
modelo de avance [6] y “otros”. También se utilizd un modelo no encontrado antes en
la literatura, “definicién recursiva”. A partir de estos modelos, dos colaboradores
(véase la Seccion de agradecimientos) se repartieron las soluciones del pretest y del
posttest y las clasificaron por separado. Celebraron tres reuniones hasta llegar a un
consenso en su catalogacion. A continuacion, el autor reviso la catalogacion. Como
resultado, se vio la conveniencia de introducir otro nuevo modelo ("modelo dudoso™)
y resolver algunas cuestiones, que presentamos a continuacion. Posteriormente se
realiz6 otra ronda mas de analisis, con frecuentes revisiones de casos particulares.

3.2 Modelos Mentales

Veamos las categorias identificadas. Las ilustramos con las respuestas dadas por
algunos alumnos en el pretest.

e Modelo sélido [8]. Coincide con el modelo de copias [6]. A veces se hace
explicito el proceso de vuelta (Fig. 1.a, A4 en P2); en otros casos queda
implicito mediante el uso de flechas (Fig. 1.b, A2 en P2), de paréntesis (Fig
1.c, A8 en P2) o de resultados parciales (Fig 1.d, A13 en P2). Para la pregunta
P3, a veces se utilizan arboles de recursion (Fig. 1.e, Al0, y 1.f, Ald) o
notaciones similares (Fig. 1.g, A5).
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Fig. 1. Ejemplos de soluciones correspondientes al modelo sélido.




e Modelo fragil [8]. Es una variante del anterior. Consideramos un modelo fragil
cuando la respuesta es correcta pero contiene falta de informacion (véase Fig.
2.a, A5 en P2), pequefios errores o utiliza una notacion inadecuada (Fig. 2.b
A8, 5.c A25 en P2), que muestra lo fragil del conocimiento del alumno. En el
caso de recursividad maltiple, hay respuestas donde no queda claro si se
realizan independientemente las llamadas recursivas redundantes o si éstas se
realizan una sola vez (Fig. 2.d, A2 en P3).
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Fig. 2. Ejemplo de soluciones correspondientes al modelo fragil.

e Modelo de avance [8]. Corresponde al modelo activo [6], haciéndose explicito
el calculo (suma) de los resultados parciales segun avanza el proceso recursivo

(véase Fig.2, Al en P2).
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Fig. 3. Ejemplo de solucidn correspondiente al modelo de avance.

e Categoria dudoso. En realidad, esta categoria la introducimos por falta de
informacion a partir de las soluciones para catalogar una solucion en el modelo
viable o de avance. Suele manifestarse en que no se conoce el orden del
célculo de las sumas (véase Fig. 3, A7y All en P2, A17 en P3).
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Fig. 4. Ejemplos de soluciones correspondientes a la categoria dudoso.

e Modelo de definicion recursiva. Que sepamos, es un modelo nuevo. El alumno
explica la ejecucion del algoritmo utilizando la definicion, pero sin desplegar
mas la llamada recursiva (véase Fig. 4, A21 en P2). Este modelo recoge la
explicacion dada por los profesores sobre cdmo disefiar una funcion recursiva,
asi como comprender su ejecucion. Sin embargo, no deberia usarse cuando se
pide un rastro detallado. Aparentemente es un modelo viable pero inadecuado
para esta tarea. Sin embargo, no tenemos informacién suficiente sobre la
comprension por el alumno de la ejecucion de la recursion como para
considerarlo un modelo viable. Por tanto, podriamos considerarlo un caso
destacado de la categoria dudoso pero preferimos mantenerlo separado dadas
sus caracteristicas propias.

Fig. 5. Ejemplo de solucién correspondiente al modelo de definicién recursiva.

e Otros modelos. Se recogen otros modelos mentales distintos y minoritarios.
e Categoria "ninguno”. No es un modelo mental propiamente dicho, sino que
permite catalogar las respuestas dejadas en blanco.
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En resumen, los modelos solido y fragil son viables. Los modelos de avance y
"otros", asi como la categoria “ninguno” corresponden a modelos inviables.
Finalmente, las categorias dudoso y de definicion recursiva recogen esas respuestas
sobre las que no podemos juzgar su viabilidad sin mas informacién, por tanto, ambas
categorias recogen modelos dudosos para nuestro analisis.

En la seccion siguiente, utilizaremos el siguiente orden parcial de la viabilidad de
los modelos para analizar el progreso de los alumnos: “ninguno” and “otros” <
“avance” < “dudoso” y “definicion recursiva” < “fragil” < “solido”. La justificacion
de este orden parcial es clara. Obviamente, las categorias “ninguno” y “otros” no
contienen apenas ninguna informacion significativa sobre el rastro. EI modelo de
avance es un modelo inviable, pero constituye un paso adelante en la construccion de
este conocimiento. Las categorias dudosas recogen respuestas incompletas que
probablemente corresponderian a los modelos de avance o activo, asi que se
encuentran en una posicion intermedia entre ambos modelos. Finalmente, los modelos
solido y fragil son viables, donde el modelo fragil muestra algunas caracteristicas
problemas pero menores.

3.3 Dos Aclaraciones

En primer lugar, hay que mencionar que bastantes alumnos incluyeron la solucion a
algun ejemplo de los problemas, aunque no se pedia en el enunciado. Estos alumnos
dieron una solucién encontrada ad hoc, sin relacién con el algoritmo proporcionado ni
con ningun otro algoritmo. En el primer test, se incluyd 1 vez una solucion para P2 y
11 veces para P3 y en el segundo test se presentd una solucién 3 veces para P3. La
Figura 6 contiene dos soluciones de P3, pertenecientesa Aly All.
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(b)

Fig. 6. Dos ejemplos de soluciones de P3 proporcionadas ad hoc.

Las soluciones dadas fueron correctas en 13 ocasiones y sélo fueron incompletas
en 2. Asimismo, 9 veces fue la Unica respuesta de los alumnos, 5 veces se dio junto
con soluciones incompletas de los modelos de avance u otros modelos, y s6lo una vez
se utilizo con un modelo viable y fragil. Por tanto, podemos obtener dos conclusiones:

e Las soluciones son un indicador de que el problema se ha entendido.
e En general, los alumnos dieron esta respuesta ante su incapacidad de contestar
a lo que realmente se les pedia.

Por tanto, el modelo mental del alumno queda mas claro si suprimimos estas
soluciones, dejando en su lugar el modelo mental correspondiente o “ninguno”, segin
corresponda.

Una segunda cuestion es que bastantes alumnos presentaron un rastro incompleto.
Cuando la informacion sea muy escasa, la catalogamos como modelo “ninguno”; si
incluye informacion suficiente para que saber que deberia corresponder a un modelo
viable o de avance, la catalogamos como modelo dudoso.

4 Resultados

Presentamos en primer lugar los rastros de las preguntas P2 y P3 del pretest y del
posttest. Posteriormente analizamos los datos secundarios: primero, los rastros de la
pregunta Q1 de la practica y después el disefio de una funcién recursiva para P4, tanto
en el pretest como en el posttest. Por Gltimo, analizamos la comprensién de las
distintas formas de recursividad que presentan los alumnos.



4.1 Resultados de P2 y P3
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Se recogieron 22 cuestionarios del pretest y 25 del posttest. En la Tabla 2 se recogen
los resultados del analisis de todos los cuestionarios respondidos. Para el analisis
detallado presentado en este apartado solo se consideraran los 22 cuestionarios
correspondientes a alumnos que contestaron ambos tests.

Tabla 2. Modelos mentales de los alumnos en las preguntas P2 y P3, tanto en el

pretest como en el posttest (N=25)

Alumno P2 pretest P2 posttest P3 pretest P3 posttest
Al Avance Sélido Ninguno Sélido
A2 Sélido Sélido Fragil Sélido
A3 Dudoso Dudoso Ninguno Dudoso
Ad Sélido Sélido Dudoso Sélido
A5 Fréagil Fréagil Sélido Dudoso
A6 Dudoso Otro
A7 Dudoso Dudoso Otro Otro
A8 Fragil Sélido Sélido Dudoso
A9 Avance Avance
Al0 Dudoso Sélido Sélido Dudoso
All Dudoso Dudoso Ninguno Ninguno
Al2 Fragil Sélido Ninguno Sélido
Al3 Fragil Fragil Fragil Dudoso
Al4 Avance Sélido Sélido Sélido
Al5 Avance Sélido Fragil Sélido
Al6 Ninguno Dudoso Ninguno Otro
Al7 Fragil Fragil Dudoso Sélido
Al8 Avance Sélido Ninguno Sélido
Al19 Soélido Otro
A20 Dudoso Dudoso Dudoso Dudoso
A2l Defin. recursiva  Defin. recursiva | Ninguno Ninguno
A22 Defin. recursiva  Dudoso Ninguno Otro
A23 Avance Dudoso Ninguno Dudoso
A24 Defin. recursiva  Sélido Ninguno Otro
A25 Fréagil Fragil Ninguno Fréagil
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La Tabla 3 contiene los resultados de P2, desglosados por modelos mentales, tanto
en el pretest como en el posttest.

Puede observarse que hay una mejora clara en el nimero de respuestas
correspondientes a los modelos viables (de 8 a 14) y, dentro de éstos, en su calidad
(un aumento de 2 modelos solidos a 10, y un decremento de 6 modelos fragiles a 4).
También desaparece el modelo de avance y ningin alumno deja la pregunta sin
responder con un rastro. Finalmente, el ndmero de modelos dudosos se mantiene
constante.

Tabla 3. NUmero de respuestas de P2 por modelo mental (N=22)

Modelo mental # respuestas en pretest  # respuestas en posttest
Sélido 2 10
Fragil 6 4
Definicién recursiva 3 1
Dudoso 5 7
Avance 5
Ninguno 1

La Tabla 4 contiene los resultados obtenidos para P3, también desglosados por
modelos mentales.

No aumenta demasiado el nimero de modelos viables (de 7 a 9), pero si lo hace el
nimero de modelos sélidos (de 4 a 8) y disminuye el nimero de modelos fragiles (de
3 a 1). Disminuye mucho el nimero de alumnos que no responden nada significativo
(de 12 a 6) y aumenta el nimero de modelos dudosos.

Por otro lado, puede observarse que los resultados obtenidos para la pregunta P3
(recursividad mdltiple) son peores que para P2 (recursividad lineal). En P2 se
obtienen mas modelos viables y menos modelos de “ninguno” u “otro”.

Tabla 4. NUmero de respuestas de P3 por modelo mental (N=22)

Modelo mental | # respuestas en pretest  # respuestas en posttest
Sélido 4 8
Fragil 3 1
Dudoso 3 7
Otros 1 4
Ninguno 11 2

Podemos analizar la evolucion de cada alumno del pretest al posttest utilizando el
orden parcial presentado al final de la seccidn anterior: “ninguno” y “otro” < “avance”
< “dudoso” y “definicion recursiva™” < “fragil” < “solido”.

Las tendencias aparecen resumidas en la Tabla 5. Las situaciones de
empeoramiento de A5, A8, A10 y A13 en P3 revelan que al menos algunas categorias
mentales dudosas probablemente reflejen malas explicaciones escritas de los alumnos.
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Tabla 5. Evolucion de los modelos mentales para P2 y P3 (N=22)

Evolucién | P2 Alumnos P3 Alumnos
Mejoran 10 Al, A8, Al10, Al12, Al4, Al5, 10 Al, A2, A3, A4, Al12, Al5,
Al16, Al18, A23, A24 Al7, Al18, A23, A25
lgual 12 A2, A3, A4, A5, A7, All, Al3, 8 A7, All, Al4, Al6, A20,
Al7, A20, A21, A22, A25 A21, A22, A24
Empeoran 4 A5, A8, Al10, Al13

Si descartamos las categorias dudosas, el resultado obtenido es similar, como
puede observarse en la Tabla 6. Para P2, mejoran 6 alumnos y se mantienen igual
otros 6; para P3, mejoran 6 alumnos y se mantienen igual 7. Como era de prever, no
hay empeoramientos.

Tabla 6. Evolucion de los modelos mentales para P2 y P3, descartando los modelos
dudosos (N=22)

Evolucién | P2 Alumnos P3 Alumnos

Mejoran 6 Al A8 Al2, Al4,Al5 Al18 | 6 Al, A2, A12, Al5, A18, A25
Igual 6 A2, A4, A5, A13, Al7, A25 7 A7, All, Al4, Al16, A21, A22, A24
Empeoran 0

4.2 Resultados de la Préactica

Presentamos en este subapartado los resultados obtenidos en la practica de
eliminacion de la recursividad. Se recogieron 14 informes, de los cuales 11 se
realizaron en pareja y 3 individualmente.

En la Tabla 7 se muestran los resultados obtenidos. La catalogacion de los rastros
presentados en la practica para Q1 y Q2 se han colocado entre los resultados de P2 y
P3 en el pretest y del posttest para asi facilitar su comparacién. Recordemos que
solamente se comparan los resultados de P2 y Q1.

Una incidencia destacada es que s6lo 3 grupos de los 14 entregaron los dos rastros
completos para los dos ejemplos del enunciado. En los tres casos, el modelo de los
dos rastros presentados son iguales. Otros 8 grupos entregaron el rastro para un solo
ejemplo, mientras que otros 3 grupos no aportaron ningdn rastro en absoluto. Segln
los resultados obtenidos en otro estudio [9], podemos conjeturar de forma fundada
que la mayor parte de los grupos no leyeron el enunciado con la suficiente atencién.

Hay que notar algunas incidencias. El grupo G1 presenté un ejemplo distinto de los
dados en el enunciado para Q1, aunque con un rastro mas largo. G7 presentd una
evaluacion incorrecta e incompleta de unos datos no pedidos. Los grupos G8 y G11
presentan el mismo formato y el mismo error en el rastro de Q2; el grupo G8 lo
acompafia de méas informacion, por lo que quizd haya sido plagiado por G11. Lo
mismo podria suceder en Q1, pero cada grupo presenta un ejemplo distinto. El
alumno 110 presentd el rastro obtenido por SRec jpara los algoritmos iterativos
resultantes!, es decir, un arbol de recursion formado por un solo nodo,
correspondiente a la Ilamada inicial.



Tabla 7. Respuestas de los alumnos a las preguntas P2 y P3, tanto en el pretest como en el posttest (N=22)

Grupo | Alumno P2 pretest P3 pretest Q1-Ej.1 Q1-Ej.2 Q2 -Ej.2 Q2 -Ej.2 P2 posttest P3 posttest
Al Avance Ninguno - . - . Sélido Sélido
Gl A22 Defin. recursiva Ninguno Solido (SRec) Vacio Solido (SRec) Vaclo Dudoso Otro
A2 Sélido Fréagil - - Sélido Sélido
G2 A5 Fragil SHlido Sélido Sélido Datos mal Datos mal Fragil Dudoso
G3 A3 .DUdOSO - N!nguno Avance Avance Dudoso correcto Dudoso correcto .DUdOSO - D_udoso
A21 Defin. recursiva Ninguno Defin. recursiva Ninguno
A4 Sélido Dudoso - . - - Sélido Sélido
G4 Al8 Avance Ninguno Solido Vacio Solido Solido Sélido Sélido
15 A6 Vacio Vacio Vacio Vacio Dudoso Otro
A7 Dudoso Otro - - Dudoso Otro
G6 Aod Defin. recursiva Ninguno Sélido Sélido Dudoso correcto Dudoso correcto Solido oo
A8 Fragil Solido " . . Sélido Dudoso
G7 AL6 Ninguno Ninguno Sélido Vacio Incorrecto Vacio Dudoso Otro
A9 . - Dudoso correcto, . Avance Avance
G8 A23 Avance Ninguno Vacio Solido incompleto Vaclo Dudoso Dudoso
Al0 Dudoso Sélido . - . Sélido Dudoso
G9 Ald Avance Solido Vacio Sélido Dudoso correcto Vacio Salido Solido
110 All Dudoso Ninguno Ninguno (SRec) Vacio Ninguno Vacio Dudoso Ninguno
Al2 Fréagil Ninguno - . Dudoso correcto, . Sélido Sélido
Gl1 Al19 Solido Vacio incompleto Vacio Sélido Otro
112 Al3 Fréagil Fréagil Vacio Avance Vacio Datos mal Fréagil Dudoso
Al5 Avance Fragil . . . . Sélido Solido
G13 Al7 Fréagil Dudoso Vacio Vacio Vaclo Vaclo Fréagil Sélido
Gl4 A20 Dudoso Dudoso _ . i . Dudoso Dudoso
AD5 Fragil Ninguno Fréagil Vacio Dudoso fragil Vacio Fragil Fragil




La Tabla 8 muestra la evolucion del rendimiento de los grupos en dos situaciones:
desde la pregunta P2 del pretest a la pregunta Q1 de la practica, y desde la pregunta
Q1 de la préactica a la pregunta P2 del posttest. Dado que el informe de la practica se
elabord tras estudiar la teoria de eliminacion de la recursividad lineal y tras aplicarla
en la propia practica, los resultados deberian ser de mejora en el primer caso y de
similitud en el segundo.

Puede observarse que del pretest a la practica hay una mejora en 4 grupos y un
empeoramiento en 2. Ademas, hay 3 grupos donde un alumno se mantiene igual y el
otro mejora. Dado que en un grupo es normal que el miembro mejor preparado lidere
la realizacion de la practica, en esta situacién no sabemos si hay una mejora del
alumno peor preparado inicialmente. Por dltimo, no disponemos informacion
suficiente para valorar la evolucién de al menos un miembro de 5 grupos. En
resumen, no podemos saber si ha habido una mejora clara en los resultados desde el
pretest a la practica.

De la practica al posttest hay 8 grupos cuyos resultados se mantienen igual; de
estos, 3 grupos mantienen a sus dos miembros en la misma categoria mientras que en
5 grupos un miembro se mantiene igual y el otro empeora. Ademas, hay 2 grupos
donde ambos miembros mejoran, 2 grupo donde ambos empeoran y 3 grupos con
informacion insuficiente. En resumen, la mayoria de los resultados son coherentes
entre la practica y el posttest.

Una pareja ha obtenido una mejora de un miembro, como minimo, al realizar el
posttest. Otras 8 parejas mantienen su resultado para un miembro del grupo, al menos.
Solamente un individuo (112) y un grupo (G8) han tenido peor catalogacion en P2 del
posttest que en Q1; en lo que respecta a G8, este hecho resta evidencia a la sospecha
de plagio antes sefialada. Otros 3 grupos (15, 110 y G13) no han incluido rastro en la
practica, por lo que es dificil juzgar la utilidad de ésta.

Tabla 8. Evolucion del rendimiento P2 del pretest a Q1 de la practica y desde Q1 de
la practica a P2 del posttest

Evolucion # grupos Grupos # grupos Grupos
Ambos miembros mejoran 4 G1, G6, G7, G9 2 G3, 112
Un miembro mejora, otro igual 3 G2, G4, G14
Ambos miembros igual 3 G4, G9, G11
Uno igual, otro empeora 5 G1, G2, G6, G7, G14
Ambos empeoran 2 G3, 112 1 G8
Sin informacion suficiente 5 15, G8, 110,G11, G13 3 15, 110, G13

4.3 Resultados de P4

Veamos si hubo algin cambio apreciable en los alumnos en su capacidad de disefiar
funciones recursivas.

La Tabla 9 muestra los resultados de los alumnos en P4, tanto el pretest como en el
posttest. Se incluye una evaluacion del algoritmo recursivo disefiado para la pregunta
P4. A los alumnos no se les pedia que construyeran ningun rastro pero algunos lo
realizaron, fuera para comprobar o para ilustrar que el algoritmo disefiado era
correcto.



Llaman la atencion los alumnos A7, A8 y A22, que han empeorado

sustancialmente su solucion. Por el contrario, All, A16 y A21 experimentan avances

claros. En muchos otros alumnos, puede observarse una mejoria 0 empeoramiento,

pero en detalles que no reflejan un cambio cualitativo entre ambas soluciones.

Tabla 9. Respuestas de los alumnos a la pregunta P4 y modelo de su rastro, en caso

de realizarlo
Rastro P4 Rastro P4
Alumno P4 pretest pretest P4 posttest posttest
Al Correcto Avance Correcto Dudoso
A2 Falta caso n=0 Sélido Falta caso n=0 Dudoso
A3 Resultado 1 para n=0 Correcto Dudoso
Ad Correcto Falta caso n=0
Falta caso 0
A5 Caso bésico sobre m, pero Falta caso n=0 Fragil
recursion sobre n
A6 Correcto
A7 Correcto (caso m=0 redundante) Mal intercambio de parametros y
caso basico
Falta caso n=0
A8 Correcto Parametro acumulador mal usado
A9 Correcto
Al10 Falta caso n=0 Fragil Correcto Avance
All ﬁjio basico "m mod 2== 0 AND Falta caso n=0
Al2 Correcto Dudoso Correcto Sélido
A13 Correcto (una condicién y un caso Falta Avance
que sobran)
_ Correcto (casos n=0 y m=1 -
Al4 Correcto (caso n=0 redundante) Dudoso redundantes) Sélido
Al5 Caso m_:l debe dar 0 Avance Correcto Sélido
Caso n=0 redundante
Caso n<1 debe dar 0
Al6 Incompleto Falta m en llamada recursiva
Al7 Falta caso n=0 Falta caso n=0
Al8 Correcto (4 casos basicos) Correcto Fragil
Al9 Falta caso n=0 Soélido
A20 Correcto (caso m=0 redundante) Correcto
A21 Condicion compuesta mal escrita Caso m=0 redundante
Recursion doble (sobre m, n) Falta -1 en llamada recursiva
_ Caso basico compuesto
A22 Correcto (caso n=0 redundante) Recursién sobre n+n
A23 Correcto Caso n=0 debe dar 0
A24 Falta caso n=0 Falta caso n=0
A25 Caso n=1 debe ser 0 Fragil Correcto Dudoso




En la Tabla 10 se muestra si hay mejoras entre ambos tests en las respuestas a P4.
Aunque en la Tabla 9 hemos recogido todos los resultados, en la Tabla 10 sdlo
comparamos los resultados para los 22 alumnos que realizaron el pretest y el posttest.
Hay un ndmero ligeramente mayor de alumnos que mejoran, pero no parece que sea
una diferencia significativa (9 que mejoran frente a 6 iguales o0 6 que empeoran).

Para la clasificacion de la Tabla 10, hemos seguido los siguientes criterios. No
penalizamos que haya un caso basico redundante (que el otro parametro sea igual a
cero), aunque si que haya mas casos basicos. También consideramos peor un
algoritmo incompleto que uno completo, que haya errores graves de disefio de la
recursividad, un algoritmo incomprensible frente a un algoritmo incorrecto pero
“aceptable”, un algoritmo sin el caso basico 0 & que devuelva un resultado
equivocado para un caso basico (aunque es probable que sea un error “tonto”) frente
al algoritmo correcto. El caso del alumno A13 no lo consideramos porque no incluye
algoritmo pero incluye un rastro: podria ser que se le olvidara escribir el algoritmo si
lo pasd a limpio.

Tabla 10. Evolucion del rendimiento en P4 del pretest al postest (N=22)

Cambio #alumnos Alumnos
Mejoran 9 A3, A5, Al10, All, Al5, Al6, Al18, A21, A25
Igual 6 Al, A2, A12, A17, A20, A24
Empeoran 6 A4, A7, A8, Al4, A22, A23
Indeterminado 1 Al3

4.4 Coherencia o Fragilidad de los Modelos Mentales

La Tabla 11 contiene los modelos obtenidos para los tres ejercicios, tanto en el pretest
como en el posttest. Utilizaremos estos datos para comparar las soluciones
presentadas por los alumnos a diferentes problemas. Conviene recordar que P4 pedia
el disefio de algoritmos, no su rastro. Los alumnos que han presentado rastros lo han
hecho con algin fin clarificador, bien para aclararse ellos mismo, bien para mostrar al
profesor que el algoritmo es correcto.



Tabla 11. Modelos mentales de los alumnos en todas las preguntas de ambos tests

Alumno | P2 pretest P3 pretest P4 pretest | P2 posttest P3 posttest P4 posttest
Al Avance Ninguno Avance Sélido Sélido Dudoso
A2 Sélido Fragil Sélido Sélido Sélido Dudoso
A3 Dudoso Ninguno Dudoso Dudoso Dudoso
A4 Sélido Dudoso Sélido Sélido
A5 Fréagil Sélido Fréagil Dudoso Fragil
Ab Dudoso Otro
A7 Dudoso Otro Dudoso Otro
A8 Fragil Soélido Sélido Dudoso
A9 Avance Avance
Al0 Dudoso Sélido Fragil Sélido Dudoso Avance
All Dudoso Ninguno Dudoso Ninguno
Al2 Fréagil Ninguno Dudoso Sélido Sélido Sélido
Al3 Fréagil Fragil Fréagil Dudoso Avance
Al4 Avance Sélido Dudoso Sélido Sélido Sélido
Al5 Avance Fragil Avance Sélido Sélido Sélido
Al6 Ninguno Ninguno Dudoso Otro
Al7 Fréagil Dudoso Fréagil Sélido
Al8 Avance Ninguno Sélido Sélido Fragil
Al19 Sélido Otro Sélido
A20 Dudoso Dudoso Dudoso Dudoso
A21 Defin. recursiva  Ninguno Defin. recursiva Ninguno
A22 Defin. recursiva  Ninguno Dudoso Otro
A23 Avance Ninguno Dudoso Dudoso
A24 Defin. recursiva  Ninguno Sélido Otro
A25 Fragil Ninguno Fréagil Fragil Fragil Dudoso

P2 y la solucién de P4 son algoritmos recursivos lineales, estructuralmente
parecidos. Si las comparamos, para aquellos alumnos que han incluido rastros,
encontramos las situaciones presentadas en la Tabla 12. Son 19 casos, 7 del pretest y
12 del posttest. En este analisis no tiene importancia si un rastro se presenta en el
pretest o en el posttest, por lo que los presentamos unidos. Cada caso se identifica con
la notacion Ann mas un sufijo “—Pre” o “—Post” que indica si la respuesta fue
elaborada por dicho alumno en el pretest o en el posttest, respectivamente.

Puede observarse que en 10 casos el rastro de P4 repite el modelo de P2, mientras
que en dos presenta un modelo contradictorio con el de P2. Sin embargo, los casos
mas interesantes son los 7 en los que interviene algin modelo dudoso. Como
razonamos a continuacion, en 6 de los 7 casos, el modelo dudoso parece representar
falta de detalle de un modelo viable (5 casos) o de avance (1 caso).

En un caso, todos los rastros son dudosos, asi que el rastro de P4 no aporta nada
nuevo (A3-Post). En 5 casos se presenta un rastro dudoso en P4, cuando el alumno
presentd un modelo claro (viable o de avance) en P2. Nos parece que la interpretacion
mas razonable, es que el rastro para P4 se elabor6 sin cuidar los detalles porque el
alumno simplemente pretendia asegurarse de que el algoritmo funcionaba
correctamente. En todo caso, ilustra lo fragil de su conocimiento o de su notacion.



Esta fragilidad la muestra A10 de forma aln mas acentuada, ya que mezcla
claramente ambos modelos. En el pretest, presentd un modelo dudoso para P2, un
modelo viable completo para P3 (algoritmo mas complejo) y un modelo viable fragil
para P4. En concreto, el rastro de P4 es completo, pero también incluye un resumen
sin paréntesis; si no lo diera tan detallado, con dos rastros paralelos, lo habriamos
catalogado como dudoso. Por tanto, su modelo dudoso para P2 parece deberse a una
precipitacion o descuido, no a un malentendido. En el posttest vuelve a repetirse esta
situacion contradictoria, pero mas grave: viable completo en P2 y avance en P4,
cuando el proceso recursivo en ambas funciones es similar. Por tanto, es cuestionable
la solidez de su modelo mental.

Tabla 12. Rastro de P4 segun rastro de P2 (N=19)

Interpretacion

# grupos Grupos

A2-Pre, A25-Pre, A5-Post, A12-Post,

Reitera modelo viable 8 AL4-Post, A15-Post, A18-Post, A19-Post
Reitera modelo de avance 2 Al-Pre, A15-Pre

Permite interpretar P2 como viable 1 Al10-Pre

Dudoso como simplificacion de viable 4 Al2-Pre, Al-Post, A2-Post, A25-Post
Dudoso como simplificacién de avance 1 Al4-Pre

Falta de informacion 1 A3-Post

Contradiccién 2 A10-Post, A13-Post

Veamos ahora la comprension que presentan los alumnos sobre la recursividad a

partir de los rastros presentados en P2 y P3. Esta vez si distinguimos entre la
comprensién alcanzada en el pretest y en el posttest.

Tabla 13. Comprension de la recursividad segln los rastros de P2 y P3 en ambos tests
(N=22, 25)

L # grupos # grupos
Comprension oretest Grupos pretest posttest Grupos posttest
Comprendidas ambas 5 A2, A5, A8, A10, 9 Al, A2, A4, A12, Al4,
clases de recursividad Al3 Al5, Al7, Al18, A25
Lineal comprendido, 2 A4, AL7 4 A5, A8 A0, Al3
multiple dudoso
Lineal comprendido, 2 A12, A25 2 A19, A2
multiple no comprendido
Ambos avance 1 A9
Lineal avance, maltiple no 3 Al Al8 A23
comprendido
Lineal dudoso, multiple no 7 A3, A7, All, Al6, 6 AB, A7, All, Ale, A21,
comprendido A21, A22, A24 A22
Algo comprendido 1 A20 3 A3 A20, A23
(informacion insuficiente)
Incoherente 2 Al4, A15




5 Conclusiones

Hemos realizado una evaluacion de un nuevo método instruccional para la
comprension de la recursividad. Resumimos los resultados mas relevantes obtenidos:

Encontramos los modelos mentales mayoritarios segln trabajos previos. Sin
embargo, también encontramos dos modelos adicionales que han surgido por u
problema metodolégico (no pudimos realizar con entrevistas a alumnos):

0 Modelo dudoso.

0 Modelo de definicién recursiva. Aunque corresponde a la forma de
pensar mas adecuada para comprender el funcionamiento de los
algoritmos recursivos, no es adecuado en este contexto porque no incluye
detalles suficientes de su ejecucion.

Si suponemos que los alumnos son coherentes, los modelos dudosos
corresponden a modelos viables explicados con poco detalle. Sin embargo, no
podemos hacer esta afirmacion, dada la naturaleza potencialmente incompleta
y contradictoria de los modelos mentales.

Hay una diferencia clara en los resultados obtenidos para recursividad lineal
(P2) y multiple (P3). Con la recursividad lineal es mas corriente encontrar
modelos de avance, mientras que con la recursividad multiple es mas comun
encontrar respuestas vacias.

Para P2, la mejora de los alumnos en el posttest ha sido clara. Todos los
alumnos han logrado responder con algun rastro. Ademas, dos tercios de los
alumnos han desarrollado un modelo viable, siendo completo para la mayoria.
Es decir, han logrado desarrollar un modelo viable y (relativamente) sélido. Ha
desaparecido el modelo de avance y casi desaparece el modelo de Ilamada
recursiva. Los alumnos sin un modelo claro se han desplazado de no presentar
ningln rastro a un modelo dudoso.

Para P3, no aumenta demasiado el nimero de modelos viables, pero si lo hace
en su solidez: aumenta el ndmero de modelos viables completos y disminuye
el nimero de modelos viables fragiles. De nuevo, disminuye mucho el nimero
de alumnos que no responden nada significativo, aumentando el nimero de
modelos dudosos.

No hemos podido utilizar los resultados de Q1 de la practica para validar la
evolucién de los alumnos. Se debe a un problema metodolégico: la préactica se
realizo en parejas mientras que los tests se realizaron individualmente.

Los resultados de P4 no muestran una mejora significativa en sus habilidades
para disefiar algoritmos recursivos.
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Aguirre su ayuda en las primeras rondas de clasificacion de los tests en modelos
mentales, recogido en un informe técnico anterior [10].
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Apéndice A: Enunciado del Cuestionario

Ingenieria de Sistemas
Asignatura Programacion Avanzada
Curso 2013/2014
Test

Coadifica en Java la siguiente funcion recursiva h, definida sobre todos los pares
de naturales:

1 siu=0
h(uv) = 2-h(u-1v) siu=v
"7 Th(v,u) siu>v

h(u-1,v)+h(v—-1Lu) encaso contrario

La siguiente funcion recursiva calcula la suma de todos nimeros naturales hasta n

public static int suma (int n) {

if (n==0)
return O;
else

return n + suma(n-1);

}
Por ejemplo, suma(3) = 6 porque es el resultado de sumar, 1,2y 3.

llustra la ejecucién de esta funcién con todo detalle, de forma que se muestre
como se calcula el resultado suma(6) = 21.

La siguiente funcién recursiva calcula de cuantas formas es posible subir una
escalera de n peldafios (n>0), suponiendo que en cada paso se puede subir uno o
dos peldafios.

public static int formasSubir (int n)
it ((0==D) |l (n==2))
return n;
else
return formasSubir(n-1) + formasSubir(n-2);

}

Por ejemplo, formasSubir(3) = 3 porque una escalera de 3 escalones puede
subirse de tres maneras: 1-1-1, 1-2 y 2-1.



llustra la ejecucién de esta funcién con todo detalle, de forma que se muestre
como se calcula el resultado formasSubir(5) = 8.

4. Disefia dos funciones en Java, una iterativa y otra recursiva, ambas con la
siguiente cabecera:

public static int mult (int m, int n)

Ambas funciones deben hallar el producto de dos ndmeros naturales, es decir,
deben calcular m*n. Ademas, deben calcular el producto mediante sumas
sucesivas.
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Apéndice B: Enunciado y Modelo de Informe de la Practica

Ingenieria de Sistemas
Asignatura Programacion Avanzada
Curso 2013/2014
Practican® 1

Objetivo
El objetivo de la practica es que el alumno practique en la eliminacion de la recursividad
lineal.

Caracter
La practica se realizara preferentemente en parejas.

Prerrequisitos
El alumno debe tener nociones basicas de recursividad, analisis de complejidad y la
propia técnica de eliminacion de la recursividad lineal.

Enunciado
Sean los dos problemas siguientes.

Logaritmo entero. Dados dos ndmeros naturales, b>1, n>1, se desea hallar la parte
entera del logaritmo en base b de n. Por ejemplo, logEntero(2,8) = 3, y logEntero(2,9)
=3

Recuérdese que logy,n es un nimero z tal que b* = n. Por tanto, el logaritmo puede
determinarse por divisiones sucesivas: se cuenta el nimero de veces que puede
dividirse n entre b. En Java:

public static int logEntero (int b, int n) {
it (n<b)
return O;
else
return 1+logEntero(b,n/b);

Busqueda binaria (o dicotémica). Dado un elemento de informacion e y un vector
ordenado v y un elemento e, quiere determinarse si el elemento e se encuentra
almacenado en el vector v. En caso de encontrarse, el algoritmo debe devolver la
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posicion de v donde se encuentra; en caso de no encontrarse almacenado en ninguna
posicion del vector, se devolvera el valor -1. Por ejemplo, buscar(3,{1,2,3,6,7,9}) = 2,
y buscar(8,{1,2,3,6,7,9}) = -1.

En Java:

public static int buscar (int e, int[] v) {
return busquedaBin (e, v, 0, v.length-1);
}

private static int busquedaBin
(int e, Int[] v, int inf, int sup) {
if (inf==sup)
return (e==v[sup]?sup:-1);
else {
int med = (inf+sup) 7/ 2;
it (e>v[med])
return busquedaBin (e, v, med+1l, sup);
else
return busquedaBin (e, v, Inf, med);

Se pide, para cada uno de los dos problemas:

e Mostrar la ejecucion del algoritmo para los dos ejemplos que ilustran su
enunciado.

e Transformar el algoritmo recursivo en otro equivalente iterativo usando las
técnicas explicadas en la teoria.

Entrega

El plazo de entrega es el domingo 13 de abril de 2014, incluido. Debe enviarse al
profesor por medio del campus virtual una memoria elaborada siguiendo el modelo
disponible en el sitio web de la asignatura.

Evaluacion
Se evaluara la calidad y claridad de la memoria.
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Ingenieria de Sistemas
Asignatura Programacion Avanzada
Curso 2013/2014

Memoria de la practican® 1

Alumnos:
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Apartados

La practica comienza por un indice. Después contiene dos apartados, uno por

algoritmo. A su vez, cada apartado contendra los siguientes subapartados:

a)

b)

©)
d)

Ejecucion detallada. Se presentan de forma comprensible los principales pasos
de la ejecucién del algoritmo para los dos ejemplos dados en el enunciado. Al
menos debe informarse sobre las llamadas recursivas.

Regla de traduccidn. Se identifica y justifica la regla utilizada para transformar
el algoritmo recursivo en el equivalente iterativo.

Algoritmo iterativo. Se incluye el codigo del algoritmo iterativo resultante.

Conclusiones. Se explican las conclusiones obtenidas tras realizar la practica,
por ejemplo, la preferencia de un algoritmo u otro, etc. También pueden
incluirse cualesquiera otros comentarios sobre la practica, si asi se desea, por
ejemplo, incidencias que han dificultado la realizacion de la préactica, sus
aspectos mas atractivos o mas dificiles, sugerencias sobre como mejorar la
practica, etc.





